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О единственности волнового пакета в КТП и проблеме нейтринных осцилляций
С. Э. Коренблит, Д. В. Тайченачев

On uniqueness of the wave packet in QFT and neutrino oscillation problem.
S. E. Korenblit, D. V. Taychenachev

Установлен единственно возможный вид релятивистского волнового пакета, согласованного с общими прин-
ципами квантовой теории поля (КТП), способного адекватно описывать состояния, локализованные как в коор-
динатном, так и в импульсном пространстве. Рассмотрено его применение к описанию нейтринных осцилляций.

The unique form of relativistic wave packet is determined, which accords to general principles of quantum field
theory (QFT) and admits adequate description of both the states localized in position and momentum space. Its
application to neutrino oscillation phenomenon is considered.

1. Введение
Как известно [1], в нерелятивистской квантовой

теории время играет роль параметра. Поэтому им-
пульсные и координатные обкладки, как формаль-
ные собственные состояния операторов трехмерно-
го импульса P: P|k>= k|k>, <k | l>= δ3(k − l),
и соответствующей координаты X: X|x>= x|x>,
<x|y>= δ3(x−y), где [Xn,Pl] = iδnl, имеют смысл
в произвольный момент времени t. Тогда, для лю-
бого состояния |f > : X = x, P = Px = −i∇x

на волновых функциях f(x) =< x|f > его x -
представления, и X = i∇p, P = p на волновых
функциях f̃(p) =<p|f > его p -представления,

в силу:
∫
d3k|k><k| = I,

∫
d3x|x><x| = I, и:

e−i(k·X)Pei(k·X) = P + k, ei(k·X)|l >= |k + l>,

ei(y·P)Xe−i(y·P) = X + y, e−i(y·P)|x>= |x + y>,

или: < x|ei(y·P)|f >= ei(y·Px)f(x) = f(x + y),

связанных между собой преобразованием Фурье:

f(x) =

∫
d3k < x|k > f̃(k), где: (1)

< x|k >= ei(k·x)(2π)−3/2, при: ~ = 1, (2)

есть плоская волна x -представления состояния
|k > с определенным импульсом k. Для гауссов-
ского волнового пакета f(x) = Ψk0,x0,σ(x), лока-
лизованного в области σx вокруг точки x0 коор-
динатного пространства и содержащего, соответ-
ственно, плоские волны вблизи импульса k0 c раз-
бросом σp = σ−1

x , при ∆x = x− x0, ∆k = k− k0,

Ψ̃k0,x0,σ(k)=

(
1

πσ2
p

)3/4

exp

[
− (∆k)2

2σ2
p

− i(∆k·x0)

]
, (3)

Ψk0,x0,σ(x)=

(
1

πσ2
x

)3/4

exp

[
− (∆x)2

2σ2
x

+ i(k0 ·x)

]
, (4)

функции (3), (4) представляют одно и то же нор-
мированное на 1, пакетное состояние |{k0,x0, σ}>:
<{k0,x0, σ}|{k0,x0, σ}>= 1, которое стремится к
(2σx
√
π)3/2|x0>, при σx → 0, и к (2σp

√
π)3/2|k0>,

при σp → 0. Однако, гауссовский профиль пакета

– отнюдь не единственный возможный в (нереля-
тивистской) квантовой механике [1].

Цель данной работы – показать, что аксиомы
релятивисткой квантовой теории поля однозначно
фиксируют вид ковариантного состояния волново-
го пакета с подобными предельными свойствами, с
точностью до несущественного произвола в норми-
ровке, независимо от которого его нерелятивист-
ский предел дает профильную функцию (3), мини-
мизирующую соотношение неопределенностей [1].

2. Релятивистский пакет. Скалярное поле.
Свободное скалярное массивное квантованное

поле ϕ(x), xν = (x0,x), x0 = t, kµ = (k0,−k), под-
чиняясь уравнению Клейна-Гордона, имеет вид:

ϕ(x) =

∫
d3k

(2π)32k0

(
akfk(x) + a†kf

∗
k (x)

)
, (5)

k0⇒ Ek

c
⇒
√
k2 +m2, ak|0〉 = 0, a†k|0〉 = |k〉, (6)

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0, (∂2 +m2)fk(x) = 0, (7)

где: c⇒ 1, ak, a
†
k, - операторы уничтожения и рож-

дения из вакуума |0〉 состояний с определенным
импульсом |k〉, удовлетворяющие соотношениям:[

aq, a
†
k

]
= 〈q|k〉 = (2π)32Ekδ3(k− q), (8)

а: 〈0|ϕ(x)|k〉 ≡ fk(x) = e−i(kx) ⇒ 〈x|k〉, (9)

c (kx) = kνx
ν , есть плосковолновое решение урав-

нения Клейна-Гордона (7), являясь по определе-
нию координатной волновой функцией состояния
с определенной массойm, импульсом k, и энергией
Ek = ck0. Состояния (6) отличаются от состояний
в (2) Лоренц-инвариантной нормировкой (8):

|k〉 = (2π)3/2
√

2Ek |k >, где теперь: c = 1, (10)∫
d3k |k〉〈k|
(2π)32Ek

=I1, – одночастичная полнота. (11)

Невозможность пространственной и временной ло-
кализации частицы в области меньше λ = ~/(mc)
и λ/c в релятивистской квантовой теории [2–5] ли-
шает смысла нековариантные состояния |x> и (2)
в произвольный момент времени x0, как и постро-
енное из них пакетное состояние (3) 7→ (1) 7→ (4),
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и не позволяет определить ковариантный самосо-
пряженный оператор 4-координаты одной части-
цы. А собственные функции: X̂〈p|x>= x〈p|x> ре-
лятивистского обобщения оператора трехмерной
координаты [4, 5]: X̂ = i

√
Ep∇p(

√
Ep)−1, уже не

имеют простых свойств собственных функций (2).
Согласно (9), в КТП [3–5] роль оператора рож-

дения из вакуума |0〉 ковариантного состояния с
определенной 4-координатой |x〉 = |x0,x〉, только
при x0 = 0 локализованного в точке x, играет само
вторично квантованное поле (5), и, с учетом (11):

ϕ(x)|0〉=
∫
d3k|k〉ei(kx)

(2π)32Ek
=

∫
d3k |k〉〈k|x〉

(2π)32Ek
= (12)

= |x〉 7−→
x0→0

∫
d3k|k〉e−i(k·x)

(2π)32Ek
= |0,x〉 6= |x > . (13)

Тогда релятивистский волновой пакет |{pa, xa, σ}〉
должен, аналогично (3), (4), “интерполировать”
между ковариантным состоянием (12) с опреде-
ленной координатой |xa〉, при некотором σ → ∞,
и ковариантным состоянием с определенным им-
пульсом |pa〉 (6), (10), при σ → 0, а его, анало-
гичная (9), Лоренц-ковариантная (инвариантная)
волновая функция в этом координатном представ-
лении из соображений трансляционной инвари-
антности, при x = xa − x, должна иметь вид:

〈0|ϕ(x)|{pa, xa, σ}〉= e−i(pax)Φσ(pa, x− xa) ≡ (14)

≡ e−i(paxa)ψσ(pa, xa − x) ≡ Fpaxa
(x), где: (15)

ψσ(pa, x)=

∫
d3k

(2π)32Ek
φσ(k,pa)ei(kx), или: (16)

|{pa, xa, σ}〉=
∫

d3k |k〉
(2π)32Ek

φσ(k,pa)ei((k−pa)xa), (17)

при k0 = Ek, p0
a = Epa , и функция ψσ(pa, xa − x)

удовлетворяет уравнению Клейна-Гордона по обе-
им переменным x и xa, в отличии от Φσ(pa,−x).

Подлежащая определению скалярная функция
φσ(k,pa) Лоренц-инвариантна ввиду инвариант-
ности меры в (16), (17) и зависит от инвариан-
тов: σ = σa, m = ma, ζ2

a , (kζa). Времениподобный
4-вектор ζa(pa, σa) = pag1(ma, σa) + sag2(ma, σa)
несет основные характеристики и “частицеподоб-
ные” квантовые числа пакета, и потому, в общем
случае, линейно зависит от 4-векторов импуль-
са pa и спина sa пакета: p2

a = m2
a, (pasa) = 0,

s2
a = −m2

aS(S+1), и ζ2
a = m2

a

[
g2

1 − S(S + 1)g2
2

]
> 0,

ζ0
a > 0, если, без ограничения общности, принять,
что ∀σ: g1(m,σ)� |g2(m,σ)|. Для поля (5) g2 ≡ 0.

Пусть в пределе полной пространственной дело-
кализации σ → 0 пакет (17) сводится в точности к
состоянию с определенным импульсом |pa〉. Тогда:

|{pa, xa, σ}〉 7−→
σ→0
|pa〉, Φσ(pa,−x) 7−→

σ→0
1, (18)

ψσ(pa, xa − x) 7−→
σ→0

ei(pa(xa−x)), (19)

φσ(k,pa) 7−→
σ→0

(2π)3 2Ekδ3(k− pa), при: (20){
g1(m,σ)� |g2(m,σ)|, и ζ2

a , ζ
0
a

}
7−→
σ→0

+∞. (21)

В обратном пределе σ → ∞, соответствующее ло-
кализованному в точке xa возбуждению поля па-
кетное состояние должно переходить в состояние
(12) с точностью до несущественной теперь фазы
Θa = (paxa) и нормировочного множителя N∞:

|{pa, xa, σ}〉 7−→
σ→∞

N∞e
−iΘaϕ(xa)|0〉, (22)

ψσ(pa, xa − x) 7−→
σ→∞

N∞〈0|ϕ(x)ϕ(xa)|0〉, (23)

φσ(k,pa) 7−→
σ→∞

N∞, при: (24){
g1(m,σ)� |g2(m,σ)|, и ζ2

a , ζ
0
a

}
7−→
σ→∞

+0. (25)

Интегрирование (17) по центру пакета вновь дает
плоскую волну, где ∀φσ(pa,pa)⇒ φσm = const 6= 0:

|pa〉 =
2Epa

φσm

∫
d3xa|{pa, xa, σ}〉. (26)

Условия (18)–(20) предъявляются к волновым па-
кетам в любой теории рассеяния [1–8]. При этом
функция Φσ(pa, x− xa) в (14) плавно меняется по
x, по сравнению с плоской волной e−i(pax), и в пре-
деле (18) не дает вклада в плотность потока:

J µpaxa
(x) = iF ∗paxa

(x)
↔
∂µx Fpaxa

(x) 7−→
σ→0

2pµa . (27)

Условия (22)–(24) оказываются существенно новы-
ми. Учитывая, что функция Вайтмана справа в
(23) является [4–6] граничным значением (см. (75))
по ζa (25) аналитической функции комплексного
4-вектора x − za, при za = xa + iζa голоморфной
в трубе будущего V +: ζ2

a , ζ
0
a > 0, и что при выво-

де асимптотических условий ЛСЦ [5] и редукцион-
ных формул для S -матрицы в КТП от пакета (15)
требуется [6] бесконечная гладкость по x, ищем
функцию φσ(k,pa), гарантирующую эти свойства
для введенного выше вектора ζa = ζa(pa, σ) в виде:

φσ(k,pa) = Nσ

(
ma, ζ

2
a

)
e−(kζa), (kζa) > 0. (28)

Из иных соображений волновой пакет вида (16),
(26), (28) был введен и изучен ранее в работе [9],
при ζa(pa, σ)⇒ pag1(σ) = pa(2σ2)−1. В итоге:

ψσ(pa, xa − x) = Nσ
1

i
D−ma

(x− xa − iζa(pa, σ)) =

= Nσ〈0|ϕ(x)ϕ(xa + iζa(pa, σ))|0〉, где: (29)

1

i
D−m(y) =

∫
d3k

(2π)32k0
e−i(ky), k0 ⇒ Ek, (30)

есть функция Вайтмана [6] свободного поля (5), а
пакетное состояние (17) теперь изящно записыва-
ется в виде, из которого его предел (22) очевиден:

|{pa, xa, σ}〉= Nσe
−i(paxa)ϕ(xa+ iζa(pa, σ))|0〉, (31)

〈{pa, xa, σ}|= Nσe
i(paxa)〈0|ϕ (xa− iζa(pa, σ)) . (32)

Оказывается, пакет (28), (31) точно воспроизводит
и плосковолновой предел (20), (21), фиксируя вид
Nσ

(
m, ζ2

a

)
с точностью до безразмерной функции
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безразмерного инварианта τ = τa = m
√
ζ2
a(pa, σ):

I(τ)=

∫
d3kφ(k,pa)

(2π)32Ek
=

Nσ

i
D−m(−iζa(pa, σ))= (33)

= ψσ(pa, 0) =
Nσm

2

4π2

K1(τ)

τ
≡ ℵ(τ)

4π2
h
(
τ2
)
, (34)

где: ℵ(τ) ≡ Nσm
2, K1(τ) - функция Макдональ-

да [10]. Условия (20), (21) и (24), (25) фиксируют
одинаковую размерность Nσ и лишь соответству-
ющие асимптотики в остальном произвольной без-
размерной гладкой функции I(τ) (или ℵ(τ)):

I(∞)=1, ℵ(τ) 7−→
τ→∞

2(2π)3/2τ3/2eτ, Nσ 7−→
σ→0
∞, (35)

lim
τ→0

τ2I(τ)=
ℵ(0)

(2π)2
, Nσ 7−→

σ→∞
N∞=

ℵ(0)

m2
6= 0. (36)

Принятое же произвольно в [9] условие I(τ) ≡ 1
привело к исчезновению там ℵ(0) ⇒ 0 ⇐ N∞, ли-
шившему смысла предельный переход (22)–(24).

Согласно (21) и (51) (ниже), предел (20) опре-
деляется лишь свойствами функции g1(m,σ), при
τ ⇒ m2g1(m,σ) ≡ (paζa), и из (28), (35), с учетом:

2(kp) = 2m2 − (Ek − Ep)
2
+ (k− p)

2
> 0, (37)

при: |k| = k, k = knk, |p| = p, p = pnp, (38)∫
dΩ(nk)f(nk)δ(nk, np) = f(np), n2

k = n2
p = 1, (39)

комбинируя: δ3(k− p) =
δ(nk, np)

k2
δ (k− p) , (40)

lim
g1→∞

{( g1

2π

)3/2

e−g1(k−p)2/2

}
= δ3(k− p), (41)

lim
g1→∞

{( g1

2π

)1/2

e−g1(k−p)2/2

}
= δ(k− p), (42)

и: Ek − Ep ≈
k

Ek
(k− p), при: 1− k2

E2
k

=
m2

E2
k

, (43)

находим:

φσ(k,p) = Nσe
−(kζa) =⇒

σ→0
Nσe

−(kp)g1 7−→
g1→∞

(44)

2m(2π)3eg1(Ek−Ep)2/2

{( g1

2π

)3/2

e−g1(k−p)2/2

}
(45)

7−→
g1→∞

2m(2π)3 δ(nk,np)

k2
lim
g1→∞

eg1(Ek−Ep)2/2

·
{( g1

2π

)1/2

e−g1(k−p)2/2

}
= 2m(2π)3 δ(nk,np)

k2

· lim
g1→∞

{( g1

2π

)1/2

exp

[
−g1

2

m2

E2
k

(k− p)
2

]}
=

= 2m(2π)3 δ(nk, np)

k2
· Ek

m
δ (k− p) = (46)

= (2π)32Ek δ3(k− p).

В отличии от [9], данный общий вывод (46) преде-
ла (20) не связан с системой покоя пакета p = 0, но
явно требует m > 0. Предел m → 0 имеет смысл
только для пакета нулевой ширины σ = 0 (плос-
кая волна). Т.е. для безмассовой частицы, с беско-
нечной комптоновской длиной волны λ, неизбеж-
ны проблемы [4] с интерпретацией и (12), (22), (31)
как ее ковариантных локализованных состояний.

Скалярное произведение состояний (31), (32)
оказывается естественно согласовано с произведе-
нием [9] в пространстве решений [5, 6] уравнений
Клейна-Гордона с одинаковой массой ma = mb:

〈{pb, xb, σb}|{pa, xa, σa}〉 = NσaNσbe
i(pbxb)−i(paxa)

· 〈0|ϕ (z∗b )ϕ (za) |0〉 = (47)

=
NσaNσb

i
ei(pbxb)−i(paxa)D−(z∗b − za)⇐⇒ (48)

(Fpbxb
, Fpaxa) ≡ i

∫
d3xF ∗pbxb

(x)
↔
∂0
xFpaxa(x) = (49)

=
NσaNσb

i
ei(pbxb)−i(paxa)

·
∫
d3xD−(z∗b − x)

↔
∂0
xD
−(x− za) , ∀x0, (50)

что, при σa, σb → 0 независимо, сводится к:

〈q|k〉 ⇐⇒ (fq, fk) = (2π)32Ekδ3(k− q),

т.е. к условию (8) для решений (9). Комплексные
4-векторы za ≡ za(pa, σa) = xa + iζa(pa, σa), с вре-
мениподобной мнимой частью ζa(pa, σa), задают
единственное корректное аналитическое продол-
жение в V + всех функций Вайтмана (ФВ) (29),
(30), (33), (48), (50). Такое продолжение высших
ФВ используется для доказательства дисперси-
онных соотношений и теоремы Баргмана-Холла-
Вайтмана [6, 7], приводящей к PCT -теореме [5–7].
При этом операторы свободного поля от комплекс-
ного аргумента вида (31) преобразуются по пред-
ставлениям комплексной группы Лоренца [7].

По размерным соображениям, из (21) и (25):

m2g1,2(m,σ) 7−→
σ→0

(mc
σ

)ε,γ
, ε > γ > 0, (51)

m2g1,2(m,σ) 7−→
σ→∞

(mc
σ

)A,B
, 0 < A < B, (52)

т.е. τ ⇒ m2g1(m,σ)→∞, с σ → 0, или с mc→∞.
Тогда, при g2 = 0, нерелятивистский предел паке-
та (28), согласно (44) и (35), примет вид (45), где
теперь eg1(Ek−Ep)2/2 7→ 1. Для ε = 2 [9] это отлича-
ется от нерелятивистского профиля пакета (3) как
раз множителем 2m(2σ

√
π)−3/2, при σ = σp, а из

(13), в силу (2), (10), (11):
√

2mc |0,x〉 7−→
c→∞

|x >.
Неединственность пакета (28) при g2 = 0 озна-

чала бы дополнительную полиномиальную зави-
симость Nσ 7→ N̂σ от (k − pa)2 = 2m2

a − 2(kpa), т.е.
от (37). Равномерная сходимость интеграла (17)
за счет e−(kζa) приводит тогда к формально преж-
ним выражениям для пакета (14), (15), если “мно-
житель” N̂σ вынести за интеграл в виде полино-
миального по ∂2

xa
дифференциального оператора,

действующего на прежнюю функцию пакета:

φσ(k,pa) =⇒ N̂σ

(
ma, ζ

2
a ,−(k − pa)2

)
e−(kζa), (53)

Fpaxa
(x) =

N̂σ

(
ma, ζ

2
a , ∂

2
xa

)
i

e−i(paxa)D−(x− za),

и то же самое – для состояний (31), (32) и в скаляр-
ном произведении (47)–(50). Размерные соображе-
ния из (33), (34), при τ2 = m2ζ2

a ⇒ m4g2
1(m,σ),
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дают тогда, что ∂2
xa
⇒ 2m2(1 + ∂τ ), то есть в (34):

m2N̂σ = ℵ̂
(
τ, ∂2

xa
/σ2
) или⇐⇒ ℵ̂(τ, ∂τ ). (54)

Тогда условию (22) можно удовлетворить, лишь
потребовав либо отсутствия вовсе этой дополни-
тельной зависимости в (53), (54), m2N̂∞ ⇒ ℵ̂(0),
приводящей иначе, при Θa=(paxa), к неуместным
добавкам вида (pa∂xa

)ϕ(xa)|0〉, либо замены Θa в
(22) произвольной фазой, дающей по сути то же
самоеm2N̂∞⇒ℵ̂(0, 0). Наконец, подстановка в (53)
m2N̂σ = ℵ̂

(
τ,−(k − pa)2/σ2

)
приводит в нереляти-

вистском пределе к неизбежной деформации гаус-
совского профиля (3) полиномом от (∆k)2/σ2. В
итоге, выражение (28) оказывается единственным
физически и математически приемлемым [1].

2. Фермионный пакет.
Релятивистский фермионный волновой пакет

строится вполне аналогично описанному выше
скалярному пакету. Свободное массивное ферми-
поле ψ(x) имеет вид [3–6]:

ψα(x) =
∑

r=±1/2

∫
d3k

(2π)32k0

(
ak,ru

(+)
α (k, r)fk(x)+

+b†k,ru
(−)
α (k, r)f−k(x)

)
, k0 =

Ek

c
⇒ Ek, (55)

и соответственно, для дираковски-сопряженного
поля ψ(x) = ψ†(x)γ0. Биспиноры uξ(k, r) явля-
ются решениями свободного уравнения Дирака
[(γk)− ξm]uξ(k, r) = 0, с положительной и от-
рицательной энергией в соответствии с индексом
ξ = ±, и определяют матричные элементы [3, 6]:

〈0|ψ(x)|(+);k, s〉 = u(+)(k, s)fk(x) = U (+)
k,s (x),

〈k, s; (+)|ψ(x)|0〉 = u(+)(k, s)f∗k (x) = U (+)

k,s (x),

〈0|ψ(x)|(−);k, s〉 = u(−)(k, s)f∗−k(x) = U (−)

k,s (x),

〈k, s; (−)|ψ(x)|0〉 = u(−)(k, s)f−k(x) = U (−)
k,s (x),

где: kµ = (Ek,k), fξk(x) = e−iξ(kx), (56)

|(+);k, s〉 = a†k,s|0〉, |(−);k, s〉 = b†k,s|0〉,

uξ(k, s)uξ(k, s) = [(γk) + ξm]
1

2
[1 + γ5(γŝ)] ,

uξ(k, s)uη(k, r) = 2mξδξηδrs, u = u†γ0, ŝ2 = −1,

uξ†(k0, ξk; s)uη(k0, ηk; r) = 2Ekδrsδξη,{
aq,r, a

†
k,s

}
=
{
bq,r, b

†
k,s

}
⇐⇒〈q, r; ξ|η;k, s〉=

= (2π)32Ekδ3(k− q)δrsδξη =

=
(
Uξq,s,U

η
k,r

)
=

∫
d3xUξ†q,s(x)Uηk,r(x).

Аналогично скалярному случаю (31), (32), вектора
состояний пакетов, для ξ = + и −, имеют вид:

|(+); {pa, xa, sa}〉 = N̂ξ
σaψ (xa+ iζa) |0〉 U (+)

pa,sa(xa),

|(−); {pa, xa, sa}〉 = N̂ξ
σaU

(−)

pa,sa(xa)ψ (xa+ iζa) |0〉,

при: N̂ξ
σa=

ξNσa

2m
, Ξξpa,xa,sa(x) 7−→

σ→0
Uξpa,sa(x), (57)

где, для волновых функций этих состояний и их
дираковски-сопряженных, соответственно с (56) и
аналогично (15), (29), при x = xa−x, za = xa+iζa,
ζa = ζa(pa, σa), ξ = ±, имеем:

Ξ(+)
pa,xa,sa(x) = 〈0|ψ(x)|(+); {pa, xa, sa}〉 = (58)

= N̂ξ
σa〈0|ψ(x)ψ (xa+ iζa) |0〉 U (+)

pa,sa(xa)=

= (−i)N̂ξ
σaS

−(−x− iζa) U (+)
pa,sa(xa), (59)

Ξ
(+)

pa,xa,sa(x) = 〈{pa, xa, sa}; (+)|ψ(x)|0〉 =

= (−i)N̂ξ
σaU

(+)

pa,sa(xa)S− (x− iζa) ,

Ξ(−)
pa,xa,sa(x) = 〈{pa, xa, sa}; (−)|ψ(x)|0〉 =

= N̂ξ
σa〈0|ψβ(xa − iζa)ψ(x)|0〉 U (−)

pa,sa,β
(xa) =

= (−i)N̂ξ
σa S

+
αβ(−x+ iζa) U (−)

pa,sa,β
(xa),

Ξ
(−)

pa,xa,sa(x) = 〈0|ψ(x)|(−); {pa, xa, sa}〉 =

= N̂ξ
σaU

(−)

pa,sa,α(xa)〈0|ψ(x)ψα(xa + iζa)|0〉 =

= (−i)N̂ξ
σaU

(−)

pa,sa,α(xa)S+
αβ(x+ iζa) . (60)

Здесь фермионные ФВ S±(x) связаны друг с дру-
гом: S+(x) = −CS−>(−x)C−1, а также с пропага-
тором Sc(x) = CSc>(−x)C−1 и с функциями ска-
лярного поля: D−(x) (30) и D+(x) = −D−(−x),
(75), где Cγ>µ C−1 = −γµ, и C> = −C - матрица
зарядового сопряжения, соотношениями [4–7]:

Sc(x) = θ(x0)S−(x)− θ(−x0)S+(x), ξ = ±, (61)

SZ(x) = [i(γ∂x) +m]DZ(x), Z = c, ξ, и т.д., (62)

1

i
Sξ(x)=

∫
d4k

(2π)3
θ(k0)δ(k2−m2)eiξ(kx) [(γk)−mξ] ,

и вместо (48)–(50), ∀ %0 подчинены условию [4–6]:∫
d3ρ

1

i
Sξ(x−%)γ0 1

i
Sη(%− y) = δξη

1

i
Sξ(x− y). (63)

Скалярное произведение ферми-пакетов равно:

〈(ξ);{pa, xa, sa}||(η);{pc, xc, sc}〉= δξηN̂ξ
σaN̂ξ

σc

·

{
U (+)

pa,sa,α(xa)〈0|ψα (z∗a)ψβ (zc) |0〉U (+)
pc,sc,β

(xc)

U (−)

pc,sc,α(xc)〈0|ψβ (z∗a)ψα (zc) |0〉U (−)
pa,sa,β

(xa)

}
= δξηN̂ξ

σaN̂ξ
σc (64)

·

{
U (+)

pa,sa(xa)

U (−)

pc,sc(xc)

}
S−ξ(ξ (z∗a − zc))

{
U (+)

pc,sc(xc)

U (−)
pa,sa(xa)

}
=

δξη

∫
d3x

{
Ξ

(+)

pa,xa,sa(x) γ0 Ξ
(+)
pc,xc,sc(x)

Ξ
(−)

pc,xc,sc(x) γ0 Ξ
(−)
pa,xa,sa(x)

}
=⇒
x0
a>x

0
c

(65)

δξη

∫
d3xΞ

ξ

{a/c}(x)γ0

∫
d3ySc(x− y)

γ0

i
Ξξ{c/a}(y). (66)

Выражение (64) или (48) не зависит от выбора x0 и
y0 в (65), (66), или в (49), (50), соответственно. Од-
нако, при x0

a > x0
c , согласно принципу Гюйгенса,

его можно рассматривать как проекцию конечного
пакета “a” на результат эволюции (66) начального
пакета “c” в соответствии с причинным пропагато-
ром Sc(x− y), в котором (в которой) эти пакеты,
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согласно (61), (63), выделяют причинную после-
довательность событий, в обоих случаях отвечаю-
щую: θ(x0

a − x0)θ(x0 − y0)θ(y0 − x0
c) 7→ θ(x0

a − x0
c),

или θ(x0 − x0
c)θ(y

0 − x0)θ(x0
a − y0) 7→ θ(x0

a − x0
c),

если, конкретизируя процесс, приписать упорядо-
чивающие θ-функции самим пакетам [4].

При a = c, ξ = η, sµa = m
√
S(S + 1)ŝµa , из (64)

для нормировки ферми-пакета, с учетом (56), (30),
(33), (34), и m2ζ2

a = τ2, имеем:

A2
σ = 〈(ξ);{pa, xa, sa}|(ξ);{pa, xa, sa}〉 = (67)

=

∫
d3k

(2π)32Ek
|φσ(k,pa)|2

·
[
Uξpa,sa(xa)

(γk) + ξm

(2m)2
Uξpa,sa(xa)

]
=

= N2
σ

∫
d3k

(2π)32Ek
e−2(kζa(pa,σa))

· Sp

[
(γk) + ξm

(2m)2
[(γpa) + ξm]

[1 + γ5(γŝa)]

2

]
=

= N2
σ

∫
d3k

(2π)32Ek
e−2(kζa(pa,σa))

[
1

2
+

(kpa)

2m2

]
=

= N2
σ

[
1

2
− (pa∂ζa)

4m2

]
1

i
D−m (−2iζa(pa, σa)) =

=
ℵ2(τ)

m24π2

[
1

2
− (paζa)

2

∂

∂τ2

]
h
(
4τ2
)
. (68)

Для скалярного пакета (48) здесь нужно опустить
всюду квадратные скобки. Пренебрегая g2, при
η ≡ 2τ , с учетом (34), для (68) находим [10]:

A2
σ =⇒ ℵ2(τ)

m24π2

[
K1(η) +K2(η)

2η

]
.

Такая нормировка ферми-пакета с заданным спи-
ном согласована с нормировкой скалярного паке-
та, совпадая с ней при σ → 0, η →∞ [10]. Хотя эта
согласованность сохранится и в случае зависимо-
сти (53), (54), подчеркнем, что вид (28), (34), (44)
функции φσ(k,pa) фиксирован уже единственным
образом для любого спина условием единственно-
сти аналитического продолжения ФВ, предельны-
ми условиями (20), (21) и (24), (25), и условием со-
гласованности (57) с ферми - пакетом, поскольку,
как видим, само появление дополнительной поли-
номиальной зависимости от (kpa) в (68) уже ре-
гламентировано именно зависимостью от спина.

Произвол в функциях g1,2(m,σ) со свойствами
(51), (52) определяет лишь несущественные дета-
ли зависимости τ = τ(mc/σ). Тогда как оставший-
ся неустранимый произвол в выборе функции ℵ(τ)
(или I(τ)) со свойствами (35), (36) диктует общий
вид наблюдаемых величин, в том числе средних
значений произвольного оператора Q по пакетным
состояниям, сокращаясь только в отношении:

〈〈Q〉〉 =
〈(ξ);{pa, xa, sa}|Q|(ξ);{pa, xa, sa}〉

A2
σ

. (69)

Поэтому дальнейшие предсказания для таких ве-
личин со скалярными пакетами не будут отличать-
ся от их предсказаний из работы [9], где I(τ) ≡ 1.

3. Осцилляции нейтрино.
Учет спиновых степеней свободы потенциально

важен в подходе промежуточных волновых паке-
тов [11, 12] к теории нейтринных осцилляций. Со-
ответствующее обобщение метода Blasone, с уче-
том [13–15], приводит, аналогично (67)–(68), к вы-
ражению для двухфлейворных осцилляций леп-
тонного заряда электронного нейтрино νe:

Qe(t) = G−1
ϑ (t)Q1Gϑ(t) =

∫
d3k

(2π)32Ek,1

∑
r=±1/2

(70)

·
[
ae†k,r(t)a

e
k,r(t)− b

e†
−k,r(t)b

e
−k,r(t)

]
, (71)

〈〈Qe(t)〉〉e=
〈νe{p1, x1, s1}|Qe(t)|νe{p1, x1, s1}〉

A2
σe

⇒ N2
σ1

A2
σ1

∫
d3k e−2(kζ1(p1,σ1))

(2π)32Ek,1

[
1

2
+

(kp1)

2m2
1

]
Qk,e(t),

Qk,e(t) = 1− sin2 2θ

[
|Uk|2 sin2

(
Ek,1 − Ek,2

2
t

)
+|Vk|2 sin2

(
Ek,1 + Ek,2

2
t

)]
, где: (72)

|Uk| =
|k|2 + (Ek,1 +m1)(Ek,2 +m2)

2
√
Ek,1Ek,2(Ek,1 +m1)(Ek,2 +m2)

,

|Vk| =
(Ek,2 +m2)− (Ek,1 +m1)

2
√
Ek,1Ek,2(Ek,1 +m1)(Ek,2 +m2)

|k|,

при: m1 < m2, |Uk|2 + |Vk|2 = 1,

и: |νe{p1, x1, s1}〉 = G−1
ϑ (x0

1)|ν1{p1, x1, s1}〉, (73)

при: A2
σe = 〈νe{p1, x1, s1}|νe{p1, x1, s1}〉 ⇒

⇒ 〈ν1{p1, x1, s1}|ν1{p1, x1, s1}〉 = A2
σ1,

– нормированное прежним образом (67)–(68) со-
стояние пакета с определенным флейвором типа
[14], заданное таким же несобственным преобразо-
ванием (70) [13–15], aek,r(x

0) = G−1
ϑ (x0)a1

k,rGϑ(x0),
операторов уничтожения/рождения a1

k,r, b
1
k,r со-

стояний массивного поля (55), которые тем же вы-
ражением (70)-(71) определяют уже не зависящий
от времени оператор его заряда Q1 [3, 15]. В ито-
ге, для каждого спина, в обозначениях (72), име-
ем: 〈〈Qe(t)〉〉e = 1 − sin2 2θ〈〈

[
..t..
]
〉〉
e
, что, конечно,

воспроизводит известные предельные случаи [14]
и при усреднении по времени дает известный ре-
зультат: 〈〈Qe(t)〉〉e = 1− (1/2) sin2 2θ.

Напротив, в подходе “макроскопических фей-
нмановских диаграмм” [9, 16] волновые пакеты
описывают только частицы, внешние по отноше-
нию к промежуточному нейтрино. Соответствую-
щее выражение для такой диаграммы отличается
от (66) заменой трехмерных интегралов четырех-
мерными, а пакетного фактора γ0Ξξ{c/a}(y) – произ-
ведением соответствующей вершины на волновые
функции всех остальных входящих в нее частиц
[9, 16]. Причем, в работе [12] в гауссовском прибли-
жении (3) установлена возможность редукции это-
го произведения “обратно” к (гауссовскому) волно-
вому пакету для промежуточного нейтрино.
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Более того, формула (66), с точностью до обо-
значений и нормировки пакетов, а также замены
полного пропагатора Scj (x, y) свободным Scj (x−y),
как нулевым членом его разложения в ряд по вза-
имодействию с внешним полем или внешней “сре-
дой”, совпадает с известной формулой Фейнмана
[17] для амплитуды вероятности перехода из со-
стояния |c〉 в прошлом в состояние 〈a| в будущем,
если j - индекс массы mj промежуточного массив-
ного нейтрино:

Ajac=

∫
d3x

∫
d3yΞ

ξ

{a/c}(x)γ0Scj (x, y)
γ0

i
Ξξ{c/a}(y). (74)

Причем, во втором порядке по взаимодействию со
“средой” [17] эта амплитуда вновь воспроизводит
одну из “макроскопических фейнмановских диа-
грамм” [9, 16], если источник и детектор нейтри-
но также считать частью “среды”. Формулы (74)
и (66) демонстрируют, таким образом, условность
различия этих двух подходов даже в отсутствии
редукции вида [12] непосредственно для пакетов
(29), (58)–(60).

Заключение
В работе установлен общий вид “интерполиру-

ющего” релятивистского ковариантного волново-
го пакета для полей частиц с различными спина-
ми, согласованного с аксиомами КТП, указываю-
щий на глубокий физический смысл единственно-
сти аналитического продолжения в V + функции
Вайтмана свободного поля [5–7], а также неустра-
нимости нормировочного произвола пакетного со-
стояния. Данный пакет содержит, не смешивая,
только ковариантные состояния [4] частиц (анти-
частиц) с положительной (отрицательной) энерги-
ей, имея нерелятивистский гауссовский пакет (3)
своим точным нерелятивистским пределом неза-
висимо от нормировочного произвола (33), (34),
[9]. Следовательно, основанное на этом предель-
ном случае утверждение о неизбежности примеси
состояний с отрицательной энергией [8, 11] может
иметь лишь ограниченный смысл. Это относится и
к приближению “стабильных релятивистских гаус-
совских пакетов” [9]. В отличии от квантовой ме-
ханики, релятивистская КТП допускает “интерпо-
лирующие” волновые пакеты лишь вида (28), (29).

Формулы (65), (66) демонстрируют отсутствие
расплывания в результате причинной эволюции
для любого релятивистского волнового пакета [17],
не смешивающего состояния частиц с разными
знаками энергии (с античастицами). Но именно
для пакетов (28), (29), (58)–(60) естесвенно возни-
кающее в конкретных процессах причинное упо-
рядочение (66) приводит к естественному стира-
нию различий между пропагатором и волновой
функцией такого, полностью локализованного для
V + 3 ζa → 0, пакетного состояния, поскольку все
эти функции являются просто по разному опреде-
ленными граничными значениями одной и той же,

заданной в (34) аналитической функции h(w) [7]:

D∓(x) = ± lim
V +3ζ→0

i
m2

4π2
h
(
−m2(x∓ iζ)2

)
, (75)

− w/m2 = (x∓ iζ)2 ⇒ x2 ∓ 2i(xζ)⇒ x2 ∓ 2ix0ζ0,

Dc(x) = θ(x0)D−(x)− θ(−x0)D+(x) = (76)

= i
m2

4π2
h
(
m2
(
i0− x2

))
, −w/m2 = x2 − i0,

и соответственно, для фермионных функций (62).
Авторы благодарны В.А. Наумову и Д.В. Нау-

мову за полезные обсуждения, приведшие к поста-
новке задачи, и Н.В. Ильину и А.Э. Растегину за
ценные замечания.
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